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Cwiczenie 10

RUCH PLASKI NA PRZYKLADZIE TOCZACEGO SIE KRAZKA
10.1 WSTEP

Celem ¢wiczenia jest przeprowadzenie serii doswiadczen majacych na celu wyznaczenie momentu
bezwladnosci toczacej sie po rowni pochylej bez poslizgu bryty. Cwiczenie zostanie wykonane za
pomocg urzadzenia TM611 firmy GUNT [1]. Toczenie jest wynikiem m.in. dziatania sit grawitacji
I nachylenia do poziomu toru, po ktorym zachodzi ruch bryly — w tym przypadku jest to krazek.
Zaréwno toczenie jak 1 ruch wahadlowy sg ilustracjami powszechnie wystepujacego w technice
ruchu plaskiego. Wyznaczanie momentow bezwladnosci bryt jest jednym z zadan identyfikacji
elementéw ukladow mechanicznych. Numeryczne narzedzia, ktorych szybki rozwdj mozna
zaobserwowaé od polowy ubieglego wieku pozwalaja budowa¢ modele matematyczne
skomplikowanych ukladow mechanicznych oraz wykonywaé¢ na nich szereg eksperymentow
obliczeniowych. Wiarygodnos$¢ uzyskiwanych za ich pomoca wynikow zalezy migdzy innymi od
wprowadzanych do programow obliczeniowych warto$ci parametrow uktadu. Informacje o tych
parametrach uzyskuje si¢ czgsto na drodze empirycznej i ¢wiczenie to pozwala na prostym
przyktadzie zobrazowa¢ cigg badan zwigzanych z doswiadczalng cze$cia zadania identyfikacji.

10.2 PODSTAWY TEORETYCZNE

Zakres badan doswiadczalnych obejmowac bedzie dwa zjawiska tzn. toczenie si¢ bryly po torze
prostym nachylonym do poziomu pod zadanym katem oraz ruch wahadta fizycznego.

10.2.1. Swobodne toczenie si¢ krazka

Rozwazmy brylg, zaopatrzong W 0§, na ktorej lezy jej srodek masy i ktora moze toczyé si¢ bez
poslizgu po prowadnicach nachylonych pod pewnym katem do poziomu (rys. 1.)

a

Rys. 1. Schemat uktadu badanego w ¢wiczeniu

Do bryly sg przytozone nastgpujace sity (rys. 2.)

Rys. 2. Przyktad sil dzialajacych na toczacy si¢ krazek
G - cigzar bryly
N — reakcja toru
T — sita tarcia



Gdy zatozymy, ze promien osi wynosi I, wtedy rOwnania ruchu (przypadek ruchu plaskiego) sa jak
nastepuje:

Je=Tr

ma=mgsin(a)-T

a—-er=0
Rozwigzujac je otrzymujemy:

a=mgsm(czx)rz (1)
J+mr

Uzyskana warto$¢ przyspieszenia jest stata, a wiec bedziemy mieli do czynienia z jednostajnie
przyspieszonym ruchem $rodka masy bryty.
Przy zerowych warunkach poczatkowych jej ruch bedzie si¢ wyrazat wzorem:

at®
X=— (2
2
Znajomos¢ dhugosci trasy X, masy bryty m, kata e i promienia r pozwala nam wyznaczy¢ warto$¢
momentu bezwtadnosci J.

J =Mr2t2 —mr? (3)
2X

10.2.2. Ruch wahadta fizycznego [2]

Wahadlo fizyczne jest to dowolna bryta sztywna mogaca obracac si¢ dokota osi nieprzechodzacej
przez $rodek cigzkosci tej bryty (rys. 3.)

Rys. 3. Wahadlo fizyczne
Wahadlo odchylone od pionu o kat o, a nastgpnie puszczone swobodnie, bedzie wykonywaé
drgania zwane ruchem wahadlowym. W ruchu tym mamy do czynienia z obrotem bryly sztywne;j
wokol poziomej osi prostopadiej do ptaszczyzny ruchu. Ruch taki opisuje druga zasada dynamiki
dla ruchu obrotowego. Zasady dynamiki dla ruchu postepowego, mX =F i obrotowego,Ja =M ,
maja identyczny matematyczny opis. Dla wahadta fizycznego moment sity M powstaje pod
wplywem sity cigzkosci (rys. 4.).

Rys. 4. Sita cigzkosci roztozona na sktadowe powodujace ruch wahadtowy

G — cigzar bryly



Dla wychylenia o jest moment sity jest rowny M=mgd sin(«), gdzie d oznacza odlegto$¢ srodka
masy C od osi obrotu O. Zatem réwnanie ruchu wahadta mozna zapisa¢ jako:
(J +md2)d= —mgd sin(a)
dla matych drgan mozemy zatozy¢ sin(a) = o i w konsekwencji dostaniemy:
(J +md? )0'2+mgda=0
Przeksztalcajac to rownanie do postaci:
a+w'o=0
gdzie
2 mgd
“ s (3 +md?) )
dostajemy roéwnanie oscylatora harmonicznego, ktdrego rozwigzanie opisujace ruch drgajacy jest:
o= Acos(ot + @)
A — zalezy od poczatkowego wychylenia wahadta od potozenia rownowagi 1 od jego poczatkowe;j
predkosci.
Miedzy okresem drgan T, a ich czgstotliwoscia @ istnieje zalezno$¢
2n
0=—.
T
Znajac okres drgan T, masg¢ bryly m oraz odlegtos¢ d srodka masy od osi obrotu mozemy
wyznaczy¢ moment bezwtadnosci bryly
mgdT?

J= = —md? ®)

10.2.3. Analiza bledéw pomiarowych

Wykonujac szereg pomiardw niezbedne jest statystyczne opracowanie otrzymanych wynikoéw i
analiza popelionych bledow pomiarowych. Do podstawowych analiz statystycznych nalezy
zaliczy¢ obliczanie wartosci $redniej zmiennej losowe;j, jakg sg wyniki wykonanych pomiarow i jej
wariancja.

Niech X bedzie zmienng losowg typu dyskretnego. Wartoscig oczekiwang nazywa si¢ sume
iloczynow wartosci tej zmiennej losowej oraz prawdopodobienstw, z jakimi sg one przyjmowane.

Jezeli dyskretna zmienna losowa X przyjmuje warto$ci Xi, X2,..., Xn z prawdopodobienstwami
wynoszacymi odpowiednio Pi1, Pa..., Pn, to wartos¢ srednia EX zmiennej losowej X wyraza si¢
wzorem:

EX = Zn: X p;
i=1
W naszym przypadku wzor ten bedzie nastepujacy:
EX =13
ni=1

Wariancja jest s$rednig arytmetyczng kwadratow odchylen (réznic) poszczegodlnych wartosci
zmiennej losowej od wartosci $redniej.

62 :ipi(xi -EX )2
i=1
a w naszym przypadku:
% =%i(xi _EX )



Typowymi blgdami szacowanymi przy analizie pomiarow sa btad przecietny i $redni blad
kwadratowy pomiaru — odchylenie standardowe.

Bledem przecietnym nazywamy wielkos¢ zdefiniowang jako stosunek wartosci bezwzglednej sumy
odchylen wynikoéw pomiardéw od jej wartosci sredniej do liczby wszystkich pomiarow.

X = 2 3%, ~EX|
ni-t

Srednim bledem kwadratowym (odchylenie standardowe) nazywamy pierwiastek stosunku sumy

kwadratow odchylen poszczegolnych pomiarow od wartoSci $redniej do liczby wszystkich
pomiarow.

o= %i(xi —EXY

10.3 OPIS STANOWISKA

Zestaw przyrzadow do wykonywania ¢wiczenia mozna podzieli¢ na dwa zestawy — stanowisko do
analizy ruchu krazka i stanowisko do analizy ruchu wahadta.

10.3.1 Stanowiska do analizy ruchu krazka

Ogolny widok stanowiska stosowanego do analizy ruchu krazka jest przedstawiony na rysunku 5.

Rys. 5. Widok stanowiska [1]
Stanowisko sktada si¢ z :

dwoch metalowych listew — biezni — (1), ktoére podparte w trzech punktach tworza nachylong
plaszczyzne,

katomierza — (2) pozwalajacego mierzy¢ nachylenie plaszczyzny do poziomu,

regulatora wysokosci — (3) pozwalajacego na zmiany nachylenia ptaszczyzny do poziomu,
linijek o dtugosci 1000 mm — (4),

krazka — (5) wyposazonego w stozkowe 0sie, CO umozliwia jego samocentrowanie sie,
poziomic — (6) umozliwiajacych doktadne ustawienie stanowiska.

Szczegodty katomierza i regulatora wysokosci sa pokazana na rysunku 6.

Rys. 6. Regulator nachylenia rowni i katomierz [1]



Obstuga tej czesci stanowiska polega na odkrgcaniu lub wkrecaniu sruby — (1) az do uzyskania
zadanej wartosci kata nachylenia biezni do poziomu pokazywanej przez wskazowke — (2) na skali
katowej — (3).

10.3.2 Stanowisko do analizy ruchu wahadla

Stanowisko do badania ruchu wahadta fizycznego przedstawione jest na rysunku 7.

Rys. 7. Stanowisko do badania ruchu wahadta fizycznego [1]
Sktada si¢ ono z:

podpor wahadta z otworami — (7) i ptaskiej podstawy (8). Za pomoca bolca — (6) umieszczonego w
otworze krazka tworzymy wahadlo o osi obrotu przesunigtej wzgledem srodka masy krazka (rys. 8.)

Rys. 8. Szczegodty stanowiska do badania ruchu wahadta [1]

Podstawe (rys. 9.) mozna wypoziomowac korzystajac z podpor o regulowanych wysokosciach — (9)
i poziomicy — (10)
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Rys. 9. Podstawa stanowiska do badania ruchu wahadta [1]

W sktad obu stanowisk wchodza krazki o osi majacej ksztalt dwoch stozkéw Scietych
przedstawione na rysunku 10. Krazki maja rézne masy i wymiary.

Rys. 10. Krazek z wymiarem osi [1]



104 PRZEBIEG CWICZENIA

Cwiczenie mozna podzieli¢c na dwie czesci. Jedna dotyczy wyznaczenia momentu bezwladnosci
przez pomiar czasu stoczenia si¢ krazka, a druga przez pomiar okresu drgan wahadta fizycznego.

10.4.1 Wyznaczanie momentu bezwladnosci bryly sztywnej przez pomiar czasu stoczenia si¢
krazka

W tej czesci ¢wiczenia nalezy wielokrotnie wykona¢ pomiar czasu stoczenia si¢ krazka z biezni.
Pomiarow nalezy dokona¢ dla obu krgzkow

Czynnosci:

1. Za pomocg regulatorow (rys. 11) ustawi¢ biezni¢ w pozycji poziomej

Rys. 11. Regulator ustawienia biezni [1]

2. Ustawi¢ kat nachylenia biezni na 1° operujac regulatorem wysokosci i obserwujac wskazania
katomierza (rys. 6.).

3. Ustawi¢ krazek (rys. 12.) na poczatku rowni i pusci¢ go swobodnie jednocze$nie wiaczajac
stoper. Zarejestrowac na stoperze czas przebycia drogi 1m. Linijka znajduje si¢ z boku rowni (rys.

5.).
Loa)
%.___

Rys. 12. Linijka na rowni [1]

4. Pomiar nalezy powtorzy¢ trzykrotnie zapisujac wyniki do protokotu wykonania ¢wiczenia
5. Ustawi¢ kat nachylenia biezni na 3° i powtorzy¢ trzykrotnie pomiary zapisujgc wyniki

6. Ustawi¢ kat nachylenia biezni na 5° i powt6rzy¢ trzykrotnie pomiary zapisujac wyniki

7. Ustawi¢ kat nachylenia biezni na 7° i powtorzy¢ trzykrotnie pomiary zapisujac wyniki

8. Zmieni¢ krazek 1 powtorzy¢ czynnosci od 2 do 7

10.4.2 Wyznaczanie momentu bezwladnosci bryly sztywnej przez pomiar okresu drgan
wahadla fizycznego

W tej czgéci ¢wiczenia nalezy wielokrotnie wykona¢ pomiar okresu wahadta fizycznego. Pomiarow
nalezy dokona¢ dla obu krazkow

Czynnosci:
1. Wypoziomowac¢ podstawe (rys. 9.).

2. Wlozy¢ bolec w otwor krazka, a nastgpnie umiesci¢ krazek w wycieciach stanowiska do badania
drgan wahadta (rys. 7.18.)



3. Zarejestrowaé czas kilkunastu okresow (petnych wahnig¢) drgan wahadta utworzonego przez
krazek zapisujgc wyniki do protokotu. (zapisa¢ nalezy czas pomiaru i liczbe okresow)

4. Pomiar czasu okresu powtorzy¢ trzykrotnie zapisujac wyniki.

5. Zmieni¢ krazek 1 powtorzy¢ czynnosci od 2 do 4.

10.4.3 Wykonanie obliczen

Za pomocg programu o nazwie ,,cwiczenie 10” mozna wykonac¢ obliczenia momentu bezwladnosci.

Po uruchomieniu programu na ekranie komputera pokaze si¢ okno:
IS

Cwiczenie 10

Réwnia ‘ Wahadto ‘

Rys. 13. Gtéwne okno sterujace programem obliczeniowym

Klikniecie w guzik ,,Réwnia” spowoduje otwarcie formularza wprowadzania danych do pierwszej
cze¢$ci ¢wiczenia, a kliknigcie guzika ,,Wahadto” do drugiej czgsci.

Formularz do pierwszej czgsci jest przedstawiony na rysunku 14., a formularz do drugiej czegsci na

rysunku 15.
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Rys. 14. Formularz wprowadzania danych do pierwszej czgéci ¢wiczenia
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Pole wypetniane

Pola wypetniane NAZWA ZBIORU WYNIKOWEGO
< Duzy Dysk < Maty Dysk |

czas pomiaru i czas pomiaru i

liczba okresow liczba okresow KOMUNIKAT

Pomiar 1

Pomiar 2 |
Pomiar 3

Pomiar 4

]
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Oblicz ‘ KONIEC

Rys. 15 Formularz wprowadzania danych do drugiej czesci ¢wiczenia

Wypehienie, na podstawie protokotu, formularzy a nastepnie kliknigcie w guzik ,,Oblicz”
spowoduje w przypadku prawidlowo wykonanego doswiadczenia obliczenie momentu
bezwtadnosci krazka (wzory 1, 2 i 3 oraz 4 i 5) i wygenerowanie zbioru z wynikami pomiarow.

Korzystajac z sieci internetowej wyniki nalezy przesta¢ na adres osoby przygotowujacej
sprawozdanie z ¢wiczenia.

10.5 ZALACZNIK
10.5.1 Dane techniczne stanowiska

Gléowne wymiary stanowiska dtugos¢ x szerokos¢ x wysokosé
1200 x 300 x 280 mm
Masa 10kg
Duzy krazek
zewnetrzna $rednica 100 mm
srednica czesci tocznej 10 mm
srednica wahadta 10 mm
Masa 6239
Moment bezwtadnosci wzgledem osi symetrii | 0,000779 kgm®
Maly krazek
zewnetrzna $rednica 70 mm
srednica czesci tocznej 10mm
srednica wahadta 10 mm
Masa 3199
Moment bezwtadnosci wzgledem osi symetrii | 0,000195 kgm®
Nachylenie i dlugos¢ biezni
max dhugos¢ 1000 mm
max. kat nachylenia 7°




10.5.2 Postaé zbioréw wynikowych

Zbidér wygenerowany po obliczeniu momentu bezwladno$ci przez pomiar czasu stoczenia si¢
krazka

Dane Pomiarowe Duzy dysk
kat nachylenia Pomiar 1 Pomiar 2 Pomiar 3

1 27.83 27.67 27.91
3 13.89 13.80 13.79
5 10.50 10.63 10.62
7 8.90 8.91 8.93

Wartosci statystyczne

kat nachylenia srednia odch. std blad przec.
1 27.803333  0.099778 0.088889
3 13.826667  0.044969 0.042222
5 10.583333  0.059067 0.055556
7 8.913333 0.012472 0.011111

Obliczone Momenty
kat nachylenia Moment - wartosc srednia

1 0.001015
3 0.000749
5 0.000730
7 0.000724

MOMENT SREDNI = 0.000809
kat nachylenia przyspieszenie-wartosc srednia przyspieszenie-regresja

1 0.002587 0.003166
3 0.010462 0.010484
5 0.017856 0.017802
7 0.025174 0.025120

Zbi6r wygenerowany po obliczeniu momentu bezwtadnos$ci przez pomiar okresu drgan

Duzy dysk
Pomiar1  Pomiar2 Pomiar3 Pomiar 4
0.6500000 0.6550000 0.6570000  6.550000 Okres drgan [s]
0.000789 0.000765 0.000755 0.000801 Obliczony moment [kg*m2]
Sredni moment  0.000783 kg*m2
Teoretyczny moment 0.000779 kg*m2
Podobny zbior uzyskuje si¢ dla pomiarow matego dysku

LITERATURA
[1] GUNT-Experiment Instructions-TM 611: Rolling disc on inclined plane
[2] Leyko J.: Mechanika Ogolna — wydanie dowolne



10.5.3 Protokél pomiarowy do ¢wiczenia

Lp Nazwisko i imi¢

Grupa

Nr zespotu | Data

o (01 |~ W IN |

Podpis osoby prowadzqcej ¢wiczenie

Pomiar momentu bezwladnoS$ci poprzez pomiar czasu stoczenia

Duzy krazek
kat nachylenia rowni w ° Pomiar 1 [s] Pomiar 2 [s] Pomiar 3 [s]
o=1°
o=3"°
o=5"°
o=7"°
Maly krazek
kat nachylenia réwni w ° Pomiar 1 [s] Pomiar 2 [s] Pomiar 3 [s]
o=1°
o=3"°
o=5"°
o=7"°
Pomiar momentu bezwladnos$ci poprzez pomiar okresu drgan
Duzy krazek
Pomiar 1 [s] Pomiar 2 [s] Pomiar 3 [s] Pomiar 4 [s]
Maty krazek
Pomiar 1 [s] Pomiar 2 [s] Pomiar 3 [s] Pomiar 4 [s]




10.5.4 Zawartos$¢ sprawozdania
1) Strona tytutowa wg ustalonego wzorca.
2) Protokot pomiarowy.
3) Formularz sprawozdania z wynikami.
Formularz sprawozdania

Pomiar momentu bezwladno$ci poprzez pomiar czasu stoczenia

Duzy krazek
kat Pomiar | Pomiar | Pomiar | Warto$¢ | Odchylenia Btad Wartos¢
nachylenia | 1 [s] 2 [s] 3[s] srednia | standardowe | przecietny $rednia
rowni w ° momentu
bezwtadnos$ci
a=1°
o=3°
o=5°
o=7"°
Wyznaczony po usrednieniu moment bezwtadnosci:
Maly krazek
kat Pomiar | Pomiar | Pomiar | Warto$¢ | Odchylenia Btad Wartos¢
nachylenia | 1[s] 2 [s] 3[s] srednia | Standardowe | przecigtny $rednia
rowni w ° momentu
bezwladnosci
a=1°
o=3°
a=5°
a=7°
Wyznaczony po usrednieniu moment bezwladnosci:
Pomiar momentu bezwladnosci poprzez pomiar okresu drgan
Duzy krazek
Pom. | Pom. | Pom. | Pom. Wartos¢ Odchylenia Blad
1 2 3 4 srednia standardowe przecigtny
czas [s]
Moment
[kgm’]
Maly krazek
Pom. | Pom. | Pom. | Pom. Wartos¢ Odchylenia Blad
1 2 3 4 Srednia standardowe przecigtny
czas [s]
Moment
[kgm’]




